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摘要 通过对样条小波特性的研究发现
，

如果用三次样条函数的导函数二次样条函数作为小波基

函数
，

其小波变换既具有去噪功能又具有微分功能
�

从理论上探讨 了信号的样条小波变换与信号

微分的关系
，

并将其应用于电分析化学信号的处理
�

研究结果表明
，

利用样条小波变换可以对信

号微分
�

与其他小波变换相比较
，

样条小波变换可 同时实现信号滤波和微分功能�与数字微分和

模拟微分相比较
，

样条小波变换不仅具有滤波功能
，

而且由于不用选择步长
、
�� 常数等参数

，

使

操作简单
、

计算量较小�与用 ���������� 函数的小波微分法比较
，

该方法具有微分次数不依赖于

原始数据中数据点的数 目和被处理信号信噪比的高低的优点
�

关键词 化学计�学 信号处理 小波变换 微分

微分运算是一种基本的数学运算方法
，

在用于电分析化学信号处理时
，

微分运算对于提

高方法的灵敏度
、

分辨率有着重要作用
�

实现微分的方法有两类 �一是使用电子线路对模拟信

号的微分
，

二是采用数值方法对数字信号的微分
�

在对模拟信号微分的电路中
，

需根据输人信

号的频率
、

波形选择适当的 ��常数�由于信号经微分后信噪比往往下降
，

在微分线路之后常

需要设置一适当截止频率的低通滤波器
，

从而使得微分的效果常常受到 �� 常数
、

滤波器的截

止频率等多种因素的影响
�

随着计算机技术的发展和普及
，

分析仪器的计算机化已经成为一

种趋势
，

这就使得数字微分变得越来越重要
�

数字微分的方法主要有
� 用数值差商代替微分的

差商法
、

������
�
微分法

、

运用插值函数求微分的差值函数法和将微分问题转换为积分问题的

积分微分法等�‘一 “ �
�

差商法由于计算方法比较简单
、

计算量小
，

已经成为常用的数字微分方

法�’〕
�

然而
，

在进行数值差商时
，

差商步长 � 的选择是影响数值微分性能的关键
�

从误差的逼

近阶来看
，

�越小逼近的精度越高
�

但对计算而言
，
�越小会出现两个极接近的数相减

，

其计算

结果的有效数字将大大减少
，

从而会引起较大的计算误差
�

������� 微分法只适用于偶次微

分��， ’�
�

而后两种方法由于都需要对原始数据用不同函数进行拟合从而使运算过程复杂��， ��
�

小波变换是在 ������
�变换基础上发展起来的一种十分有效的信号处理方法

，

已经在化学

信号处理中得到广泛的应用 �’“ 一�’〕
�

随小波基不同
，

小波变换具有的性质也不同
�

小波基的种

类很多
，

如 ����
，

������� ���和 ����������小波基等
�

一般小波变换都具有滤波功能
，

而样条

小波除具有一般小波变换所具有的性质以外还具有它 自身的特性
�

郑小萍
、

邹小勇等人�‘ “一 ‘��

曾将样条小波变换用于信号中噪音的滤除和重叠峰解析等方面的研究
�

王洪等人����则将样条

小波变换用于确定 电位滴定终点
，

但需对实验数据点进行加密方可获得较好实验结果
�

���������等人��‘�提出了采用 ����������函数的小波微分法���
�������� ���������������������

���������
，

�����
，

但其微分的效果受原始信号的信噪比和数据点的数 目影响
�

本文利用三次

� 样条函数的导函数二次样条函数作为小波基函数����
，

研究了样条小波的特性
，

探讨了信号

的样条小波变换用于信号微分的可能性
，

获得了满意的实验结果
�

����
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� 理论

设����是一适当光滑的函数
，

则由已知条件可求得

且满足条件
�

皿
”����� · �� ��� ����� �

�

令 尹����

�����今二

�����

��

「，����二 一「旦旦二卫�二 � 。����几一 。
�一因 �一加 ��

故函数甲���可看作基本小波或母小波
�

函数 ����关于洲��的小波变换可以写成

�� ‘�·，一
专仑�宁�

，�����，

���

由甲���的定义可得

�
、
��

咒��少� 一少
��

、
���

�一一

、 、，厅���产
�一�

�了‘�‘‘�、

因此
，

方程���变为

��，�、 一，���
�
��。 一

�
�

丝卿�
�，���一 �「些华理厂�����

戈 �� 少
�

血
一 �

票�
。 �

�� 一 ，�，�，�办 � �

李��
��

�

����
，

�
�

尤 � �尤

�
��

�

可看成是函数����用 ����按尺度
‘
进行光滑的结果

，

������是在尺度
‘
下光滑后函数

���� 的一阶导数
�

当
‘
较小时

，

用 ����对 ����光滑后的结果对����突变部分的位置与形态影

响不大
�

当 �
较大时

，

则此光滑过程将 ���� 的一些细小突变消去而只剩下大尺寸的突变
�

从而

论证了以这样的 尹���作为小波函数的小波变换是一种先低通滤波后微分的信号处理方法
�

如果取上述����为三次 � 样条函数
，

则 蛾��为二次样条函数����
�

由于样条函数在频域中

容易给出解析式
，

而且频域中信号与噪音能够明显地区分开来
�

因此
，

可以方便地在频域中讨

论����。 刀��� 的导函数与小波变换的特性
�

厂
� 、 �

人 君
， 、

����� 田 �

学 。 ����二 �— �
，

、 田 �
则 蛾田��

、。
�二�

�，

对 ，，

���作 。 。 �����变换可得

戈 田 �

，‘ 人
�。 ��

�
�一‘。 ‘

�
‘

����� 一

�
·一�。 二

�����

��

、

�
���

�一一
、�了

�
口了、

�
一 �一‘ “ ’ ，���，� � ‘。

�
�����

一‘口 ‘
��

一 ‘。
�
�����

一‘“ ‘ “ 一 ‘ 。 少‘“ ，
·

���
���今士的

���

对������作 ������� 变换
，

且由时域卷积定律可得

咬��田卜
·

会
�，· ” �

�
入

�仍，一 ‘“ ‘�·” 、 ，‘ �口，一 ，。 ·
少‘田，“ 一，

���

比较方程���和���
，

可知方程���比���多乘一项
，
百�

�。 �
�

由百�
�田�的表达式可知该函数是一

个衰减函数���
，

即 ��� 氏。 �
� �

�

随
�
取值不同

，

次
�
叼衰减速度也不同

�

设当�叫 毛�
、
��

，

是与
�口���净的

����
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�
有关的常数�

，

有次
�
动 、 �，

而 �
�

与
、
成反比关系

�

如果将次
�
回看成一个窗 口函数

，

则随着

尺度
、
的增大窗 口宽度减小

，

窗 口 向低频方向移动
�

从而进一步论证了样条小波变换除具有微

分作用外
，

还具有滤噪功能
�

� 结果与讨论

�
�

� 正弦信号的样条小波变换

正弦函数 � � ���� 的导函数为 �
‘ � ���� ，

它们两者之间的相位差为
二
��

�

利用此性质可以

检验一个运算是否具有微分的性质
�

对
������蕊

�续�兀 �信号进行样条小波变换
，

可得到模糊项

�
。

和细节 �
。 ，

取 �
二

�以 ��
为例见图 ��经与原正弦波相比较可发现两者之间相位差正好为

二 ��
�

由此可见
，

样条小波变换具有对信号微分的性质
�

为了讨论方便起见
，

我们把用样条小

波变换对信号进行微分的方法称为样条小波微分法�
������ ������������

�������
，

����
�

��� 方波信号的样条小波微分

比较对一个完整周期的方波信号分别进行数字微分和用样条小波变换分解 �次的结果�取

其细节 �，， ��， … ，

��
作为微分结果�可发现

，

小波细节与微分后函数的形状相似
，

幅值大小不

同
�

这再次论证了该样条小波变换的确具有微分性质
�

对方波信号进行样条小波变换后获得

的各细节和数字微分结果作频谱分析如图 �所示
�

由图 �可知
，

小波细节与微分后信号形状在

频域中有一定差别
�

� �
主要分布在高频部分

，

��

刁
�
逐渐向低频方向移动

�

从这里可以看出
，

小波微分是一种滤波微分
，

可以利用这个特性
，

通过选择合适的细节以消除噪音
、

扣除背景
、

提取有用的信息
�

�� �刀 尸

少沙

些 一 。 �

月
‘

�
﹃�︺�
内，��欣仓住�住住

趁恻暨

�����

之恻暨

�
�

��� �刀���力���
�

����
�

���

时间��

图 � 正弦信号及其样条小波变换��
，�

住�卜�计一丫一于�丫一下一一下
、

� ���� �������� �������������������

频率��
�

图 � 方波信号的数字微分和样条小波微分����

的频谱图

��� 样条小波微分与数字微分的比较

在给定信噪比��
��的情况下

，

将代表噪音的随机数 ��
�� �在一 �

�

�司
�

� 之间�加人到从 �
�

�

����� ���� � �� ��
一������ ����体系获得的 �����

一

�信号中
，

研究噪音对小波微分结果的影响
�

噪音公式为

��
��� � ��

�

�一 �
����� ��

��
���

，

式中 ��
�二

为峰高最大值
，

戈
、 。

为噪音
�

不同信噪比时的峰高测量相对误差实验结果表明
，

要使

微分结果的测量误差小于 士 ��
，

原信号的信噪比就应该大于 �
�

�
�

对信噪比为 �
�

�� 的 �����
一

�

信号分别进行数字微分和样条小波微分�取�
�
作为小波微分结果

，

见图�����可得图�
‘

由图�可见
，

����
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采用小波微分即使在原信号含有较大噪音

的情况下仍然可以获得好的微分效果
，

而数

字微分的结果必须滤波后才能用于测量
�

从含有不 同浓度 ���� 的 ��� ���几

����溶液中获得的 �����
一

�信号进行数字

微分和小波微分所得微分曲线的峰高和半

峰宽列于表 � 由表 �可见 当����的浓度 图 �

相同时
，

随小波分解次数增大
，

样条���波
�����

一
�信号���的数字微分���和样条小波微分���

微分曲线的半峰宽增大
，

而峰高有一最大值��
�
或 ���� 当����的浓度增大时

，

样条小波微分曲

线的峰高最大值向低频方向移动
�

对于 �����
一
�信号

，

通常选用含有用信息能量较大
、

峰形和

半峰宽与数字微分相近的 ��【��， ���作为样条小波微分结果
�

与数字微分的结果相比较
，

样条小

波微分的峰高较高
，

半峰宽较宽
�

表 � 小波微分与数字微分结果的比较

不同浓度的 �����
一

�信号
����

·

�一 �

小波微分

峰高 ��丫 半峰宽 ���

� � �� �� �� � 、

数字微分

峰高���
，

半峰宽���

�刀����

��刃� ��一�

��乃� ��一�

��

�，

��刀
�

��
�

���
�

�
，
�

�

� ���
�

�
，

��
�

�

��
�

�
，

��
�

�

����
，
��

，

�

��
�

�
，

�
�

�

��
�

�
，

��

�‘��了���

��� 样条小波微分与模拟微分的比较

对在 �
�

�� ��
一，����� ���

� � �
�

������ ����体系中获得的尽�信号�图 �����分别用模拟线

路微分�图����
，

已经低通滤波器滤波�和样条小波微分�取 ��
作为小波微分结果�处理 �图 � ���

和����
�

比较两种处理结果可知
� 由于小波变换的滤波作用

，

使微分后�图 � ����切 口稍变浅
，

但

可以再次利用小波变换的时频局域性
，

用小波变换分解 �� 可得到 几
一

�� 和 马
一

��
，

然后对

几
一

�
。

乘以适当的系数�， 再将 岛
一

�
。

和 ��一氏 一起重构回 ��，

其结果使切 口变深 �图 �����
�

由

图 �用切线法可求得�
� �

�

八���
︺八�︸、︸�

气��

、泣︸

�� �� �� �� �� �� �� �� �� ���� ��

�
’

图 � �
一
�信号���的模拟微分���与样条小波微分

��
，
��结果的对比

图 � 系数���对切 口深度测量的相对误差

�����的影响

可见
，

用样条小波微分
，

既能够省去操作复杂的模拟线路带来的不便
，

又可以获得更好的

微分效果
�

�
�

� 样条小波微分在示波计时电位测定中的应用

在 �
�

������ ���� 底液中
，

对含有不同浓度的 ����的 �����
一

�信号进行数字微分与样条小

����
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波微分
�

对 �����
一

�信号而言
，
����的切 口深度与浓度的回归方程为

�
��均

� 一�
�

���
� �

�

��� 、

���� ��������几�
，

相关系数为 ����� �
�

数字微分或小波微分 �取〕��后
，

其去极剂峰高与浓度的

回归方程分别为
� ���� � �

�

���� �
�

���� ���������������
，

相关系数为 �
�

��一�� ��均 � �
�

��� �

�
�

���� �护������������
，

相关系数为 �
�

�� �
�

可见
，

经样条小波变换处理后其线性关系更好
�

��� 样条小波微分在电位滴定中的应用

用 �
�

��� �� ����� �����
标准溶液电位滴定法测定 ���

，

测得的电位值与滴定体积的关系

��
一

妈曲线见图 �
�

对上述曲线作一次小波变换可以得到细节��
�， ��，… ，

�砂和模糊项��
�，

�
， … ，

���两个部分
�

当
� � �时

，

比较各细节信号中有用信息

的含量可知 ��中能量最大
�

对 ��

再次作小波变换可

以得到 ��一��
，

��一��
， … ，

��一

�和 ��一��， ��一���图 ��
，… ，

��
一

��
，

而将 ��一��， ��一��， … ，

��一��
单独重构可得到

��一�丑��图 ��
，

��一�刀�
，… ，

��一�召�
�

由图 �可以看出
，

对 �
一

� 信号进行一次小波变换得到的 �
。

就相当于原

�
一

�

��

��一��

信号进行了一次微分
，

再继续对 ��
进行小波变换所 口�一

洲
』

一一一一一浏卜一
�

一
�

得细节 ��一�
。

及其重构后得到的 ��一��
。

分别相当于对

原信号进行了二次微分和三次微分
�

用 从
一

��
，

从
一

�
。

图 � 滴定曲线的样条小波微分

和 ��一��
。

的峰值高度对分解次数作图可得图 �
�

由图 从
，

��一��和 ��一

��
，
分别是 �

一

�信号的

�可知
，

若利用 ��一�
。

曲线确定滴定终点取 ��一��
即可� 一次

·

二次和三次微分曲线

若用 ��一�
。

曲线确定滴定终点可取 ��一��
即可 �而用 ��一��

。

曲线取 ��一���
或 ��一���较好

�

从实验中获得的弱酸碱的滴定曲线由于数据点不规则而往往不光滑�图 �曲线 ��
�

当用样

条小波微分或其他微分方法对上述电位滴定信号进行微分时
，

往往会出现多个极值
，

从而影

响滴定终点的确定 �图 �曲线 ��
�

采用 ������� 滤波平滑
、

三次样条平滑等经典的曲线平滑方

法对微分曲线处理往往会使曲线失真
�

用样条小波变换对图 �曲线 �所示的微分曲线进行平滑
，

可以获得如图 �曲线 �所示的微分曲线
�

趁恻暨

沙

�
��一

召粉�火�一
���次

了

执一﹃
赶
��回 �

�

�

暨

�一节
一一寸�飞一一东

分解次数

图 � 小波变换次数对变换结果的影响

一����

护嘴，咭一肯下七一亩
盐酸标准溶液的体积 ���

图 � 硬脂酸二乙醇酞胺电位滴定曲线
�一一王

一

�曲线��一一样条小波微分曲线��一一用样

条小波平滑后的样条小波微分曲线

� 结论

对示波计时电位滴定和电位滴定等信号处理的结果表明
，

与其他小波变换相比较
，

样条小

����
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波变换不仅具有可同时实现信号滤波和微分的功能
，

而且由于其用于曲线平滑的效果较好
，

因

而可以很好地解决滴定曲线微分时出现多个极值的问题
�

与数字微分和模拟微分相 比较
，

样

条小波变换不仅具有滤波功能
，

而且由于不用选择步长
、

�� 常数等参数
，

使操作简单
、

计算

量小
�

与 ��������
�
等人���的小波微分法比较

，

本文方法具有微分次数不依赖于原始数据中数

据点的数目的优点
�

由于样条小波变换突出的特性
，

它必将在化学信号处理中得到广泛的应用
�
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